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Introduzione

L’obiettivo di questo scritto & dimostrare un teorema del 1994, il teorema di
Burns-Krantz (Theorem 2.1 di [BK]), attraverso risultati elementari. L’enun-
ciato del teorema riguarda le funzioni olomorfe sul disco unitario con un certo
andamento vicino al bordo, ed ¢ un risultato di rigidita: se la funzione dista
dall’identita al piu per un 0((2 — 0)3), allora & proprio 'identita.

La dimostrazione originale del teorema non é lunga, ma un po’ tecnica. In
un recente articolo di Bracci, Kraus ¢ Roth (|[BKR]) si trova una dimostrazione
alternativa del teorema di Burns-Krantz. Come spiegato nel Remark 2.2 del-
I’articolo, é possibile passare dalle ipotesi del teorema di Burns-Krantz a quelle
del Theorem 2.1 di [BKR] (viene dimostrato nella Proposition 8.1 dello stesso
articolo), che & un risultato pin forte dal quale poi ¢é facile concludere. Il Theo-
rem 2.1 é sostanzialmente una versione al bordo del caso di unicita del lemma
di Schwarz-Pick, sempre visto come un risultato di rigidita.

Bracci, Kraus e Roth dimostrano il Theorem 2.1 usando risultati pitt generali
visti nell’articolo, ma complicati. Tuttavia, nel Remark 5.6 danno una traccia
per una dimostrazione pitt elementare. L’idea ¢ sfruttare una disuguaglianza
dovuta a Golusin e vengono indicati vari articoli in cui é stata ridimostrata.

In particolare, 'articolo di Beardon e Minda del 2004 ([BM]) contiene una
serie di disuguaglianze di facile dimostrazione, delle quali il Corollary 3.7 ha a
sua volta come corollario la disuguaglianza di Golusin. Queste disuguaglianze
coinvolgono la distanza di Poincaré sul disco unitario e possono essere applicate
per ottenere diversi altri risultati per funzioni olomorfe sul disco, come mostrato
nell’articolo.

In questo scritto svilupperemo la traccia data nel Remark 5.6 di [BKR].
Dimostreremo le disuguaglianze in [BM] e vedremo alcune applicazioni, tra le
quali anche la disuguaglianza di Golusin. Grazie ad essa, e alla Proposition 8.1
di [BKR], otterremo una dimostrazione elementare del Theorem 2.1 di Burns-
Krantz e del risultato pit generale dovuto a Bracci-Kraus-Roth.



1 Prerequisiti
1.1 Lemma di Schwarz-Pick e distanza di Poincaré

Definizione 1.1.1. Sia Q@ C C un aperto. Una funzione f : Q — C si dice

olomorfa in € se & derivabile in senso complesso per ogni z € 2, e scriviamo
f€e0(). Se Im(f) C Q scriviamo f € Hol(2, Q).

Definizione 1.1.2. Se f € Hol({2, ) ¢é biettiva, allora si puo dimostrare che
anche f~1 & olomorfa. In tal caso f & detta automorfismo (in senso olomorfo)
di Q e scriviamo f € Aut(Q).

Com’é noto, 'olomorfia per funzioni a valori complessi & molto piu forte della
derivabilita in senso reale (in particolare, & equivalente all’analiticita), dunque
& una condizione piuttosto rigida. Fra i vari risultati noti per tali funzioni, ci
interessa il lemma di Schwarz-Pick: vogliamo vederlo appunto come risultato di
rigidita, per poi dimostrarne una versione al bordo.

Notazione: indichiamo il disco unitario con D := {z € C | |2| < 1}. Ri-
portiamo ora alcuni risultati noti di analisi complessa che verranno usati nelle
dimostrazioni.

Teorema 1.1.3. (formula integrale di Cauchy, [NN, Chapter 1.8, Theorems 9
and 10]) Sia f € O(R) e D un disco chiuso di centro a contenuto in Q2. Allora

per ognin € N si ha
ooy M f(©)
=g | e 1)

Proposizione 1.1.4. (teorema di estensione di Riemann, [NN, Chapter 1.5,
Theorem 2]) Sia f € O(Q2\{z0}) con zp € Q. Allora f si estende a una g € O()
se e solo se & limitata in un intorno di zg. In tal caso, zy € detta singolarita
rimovibile.

Proposizione 1.1.5. (principio del massimo per funzioni olomorfe, [NN, Chap-
ter 1.8, Corollary of Theorem 3 and Theorem 5]) Sia Q C C un aperto e sia
f € 0(Q). Sia inoltre U un aperto relativamente compatto in Q, cioe U C Q e
U compatto. Allora per ogni z € U si ha

|f(2)] < sup |f(w)]
wedlU
e vale l'uguale per qualche z € U solo se f é costante sulla componente connessa
di U contenente z.

Vediamo adesso i lemmi di Schwarz e Schwarz-Pick.

Lemma 1.1.6. (lemma di Schwarz) Sia f € Hol(D, D) tale che f(0) = 0. Allora
per ogni z € D si ha |f(2)] < |z| e |f(0)] < 1; inoltre, se vale l'uguaglianza nella
prima per zg # 0 oppure nella seconda allora f(z) = €z per qualche 6 € R.



Dimostrazione. Poiché f(0) = 0, possiamo costruire g € O(D) con g(z) = @

estendendola per continuita in 0 come ¢g(0) = f'(0). Fissiamo 0 < r < 1. Per
ogni z € D tale che |z| < r, per il principio del massimo per funzioni olomorfe

si ha
l9(2)| < max |g(w)| = max |f(w)] < 1

|w]|=r |w|=r T T

Mandando r a 1 otteniamo che per ogni z € D si ha |g(2)| < 1, da cui |f(2)] < |z|
e|f'(O)f <1

Se vale una delle due ugaglianze, allora esiste zp € D tale che |g(z)] = 1.
Dunque, sempre per il principio del massimo g é costantemente uguale a un
valore di modulo 1 in ogni disco di centro 'origine e raggio |zo| < r < 1, quindi
su D. Percio g(z) = €% con 6 € R, da cui f(z) = e¥z. O

Corollario 1.1.7. Se f € Aut(D) ¢ tale che f(0) =0, allora f(z) = e'2.

1
Dimostrazione. Se f € Aut(D) anche f~1 € Aut(D); inoltre (f~1)'(0) = 70)

Per il lemma di Schwarz, |f/(0)] < 1 e [(f71)'(0)| < 1; dunque |f'(0)] = 1, da
cui la tesi sempre per il lemma di Schwarz. O

Definizione 1.1.8. Diciamo che un gruppo G agisce fedelmente su uno spazio
X se per ogni g € G ¢ data una bigezione v, : X — X tale che v, = id e
Vg1 © Vga = Vgrgs+ iDOlTE 774, = 774, s € solo se g1 = go.

Chiamiamo inoltre gruppo di isotropia di xg € X il sottogruppo di G dato
da G, ={g € G | v4(x0) = x0}.

Lemma 1.1.9. Sia G un gruppo che agisce fedelmente su uno spazio X e sia
Gy, il gruppo di isotropia di xo € X. Supponiamo che per ogni v € X esista
gz € G tale che vy, () =z e sia T = {g, | x € X}. Allora G ¢ generato da T’
e Gy, cioé ogni g € G ¢ della forma g = hgy conxz € X e h € Gy,.

Dimostrazione. Sia g € G e x = v4-1(xg). Allora (g, o v,-1)(x9) = xo da cui
Vgo © Vg=1 = Vgog—1 = Yh con h € G, dunque 9:9 ' = h equindi g = h~lg,
con h™! € Gy,. O

Proposizione 1.1.10. Si ha che f € Aut(D) se e solo se esistono 6 € R e

a €D tali che f(z) = ewg.
1—az

Dimostrazione. (<) Sia f come nell’enunciato. Con semplici conti possiamo
vedere che per z,w € C con wz # 1 si ha

_ A=) -2 2)

|1 — wz|?

2
Z—w

1- -
1—wz




da cui segue che se a, z € D allora

(1= lal)(1 = |2*)
|1 —az|?

L |f(z)]? = >0,
i0
o—if z 4+ ae

- . della
z+ae~ 0z

per cui |f(2)] < 1, cio¢ f(z) € D. Linversa ¢ f~1(z) =

stessa forma. Si noti che f(a) = 0.
(=) Scriviamo per semplicita fg9(z) = ewg. Vediamo Aut(D) come
—az

a
gruppo che agisce su D. Aut(D), ¢, per il Corollario {foo | 0 € R},
mentre possiamo prendere I' = {f, ¢ | a € D} poiché f, 0(a) = 0. Per il Lemma
Aut(D) & generato da Aut(D)g e T', cioé ogni v € Aut(D) & della forma

v = fo,0© fa,0 = faye- 0O

Osservazione 1.1.11. Ogni automorfismo é olomorfo in C\ {1/a}, o tutto C se
a = 0. Dalla dimostrazione abbiamo anche che f(9D) C D inoltre, per |z| > 1
con z # 1/a si ha |f(z)] > 1.

Osservazione 1.1.12. Aut(D) agisce in modo transitivo su D, cioé si ha che
per ogni zg, z1 € D esiste v € Aut(D) tale che v(z9) = z1. Infatti, basta prendere

—1
Y= fz170 o on,O'

Lemma 1.1.13. (lemma di Schwarz-Pick) Sia f € Hol(D,D). Allora per ogni
z,w €D si ha

1(2) = f(w)
1= F@)f(2)

Inoltre se vale l'uguaglianza nella prima per zy, wg con zg # wy o nella seconda
per zo allora f € Aut(D) e vale sempre l'uguaglianza.

Z—Ww

JCTI
CTETTER S TR

<

1—wz

Dimostrazione. Fissato w € D siano v1(z) = Z—H_U e ya(z) = z—iiw)

I+ = f(w):
Si ha 71,72 € Aut(D). Si ha anche che y1(0) = w e y2(f(w)) = 0; inoltre
i Hz) = 12__;}02 Per il lemma di Schwarz applicato a 72 o f o «; abbiamo che

per ogni ¢ € D si ha |(y2 0 f o71)(¢)| < |¢|; prendendo ¢ = 4, *(z) otteniamo
che per ogni z € D si ha |(y2 0 £)(2)| < |77 (2)], che ¢ la prima disuguaglianza.
Abbiamo poi |(y2 0 f 071)'(0)] < 1, da cui |75 (f(w)) f'(w)y{(0)| < 1. Valgono
le seguenti uguaglianze:

14wz —w(z+w) ,

oy L@ @)= fw)
R (1-F(w)z)” = 22(/w)) = TR



Sostituendo si ottiene la seconda disuguaglianza con w al posto di z.

Per l'uguaglianza, nel primo caso avremmo |(y2 o f o v1)(¢)| = |¢|, mentre
nel secondo [(72 o fo1)'(0)] = 1. In entrambi i casi, per il lemma di Schwarz
Yoo foy =g¢€ Aut(D), dunque f =, L ogory ! € Aut(D). O

- . z—w . . .
Definizione 1.1.14. Sia [z,w] := fu,o(2) = 1-a. chiamiamo distanza
— Wz
pseudo-iperbolica la quantita p(z,w) := |[z, w]|. Vedremo tra poco che, come il

nome suggerisce, ¢ una distanza.

Osservazione 1.1.15. Se f & un automorfismo del disco, esiste p € 9D tale
che [f(z), f(w)] = p[z, w]. Infatti, la funzione g(¢) = [¢, f(w)] sta in Aut(D) e
[f(2), f(w)] = g(f(2)) & ancora un automorfismo. Si ha inoltre [f(w), f(w)] =0,
dunque dev’essere proprio della forma pfz, w] con |u| = 1.

Dal lemma di Schwarz-Pick abbiamo che la quantita p(z,w) & contratta
da f € Hol(D,D). Vediamo adesso una distanza costruita a partire da questa
quantita, con la quale dimostreremo una serie di disuguaglianze che ci permette-
ranno di dimostrare la disuguaglianza di Golusin, dalla quale seguira la versione
al bordo del lemma.

1+ p(2, w))

1—p(z,w)
Proposizione 1.1.16. La funzione w : D x D — [0, +00) ¢ ben definita ed &
effettivamente una distanza.

1
Consideriamo w(z, w) := arctanh(p(z, w)) = 3 log (

Dimostrazione. Notiamo che per z,w € D ’equazione ci da immediatamente
p(z,w) < 1, per cui w ¢ ben definita e resta solo da mostrare che ¢ una distanza.

L’unica cosa non ovvia da dimostrare ¢ la disuguaglianza triangolare. Ap-
plicando la tangente iperbolica a entrambi i membri e sfruttando 'uguaglianza
tanh (a + ) = %, per stretta crescenza di tanh otteniamo che la
disuguaglianza da dimostrare ¢ equivalente a

tanh(w(z1,22)) < tanh(w(z1, 20) + w(zo, 22))
_ tanh(w(zl,zo)) —l—tanh(w(zo,zg)) '
1 4 tanh(w(z1, 20)) tanh (w(z0, 22))’

dalla definizione di w troviamo

p(21, 20) + p(20, 22)
Pl 22) < G Z0)p(an 22) 3)

Notiamo che per il lemma di Schwarz-Pick abbiamo che p é invariante sotto
lazione di Aut(D). Grazie all’Osservazione [1.1.12] possiamo dunque supporre
senza perdita di generalita che zyp = 0. Dato che |1 — Z2z1| < 1+ |21]|22] e



1—|z|%,1 = |22]> > 0, ricordando I’equazione (2)), per ogni z1, 22 € D si ha che

[ _ |2z 2 (=[x - z)?)
1—2122 |1—2122‘2
2
S (A= 21*)(1 — [22]?) _ 1 ( |z1] + [22] )
T (T afe])? L+ [z1[22] ) 7
da cui
|21 — 22 |21] + |22]
|1 —5221| — 1+ |2«’1H222‘7

che é quello che otteniamo inserendo zy = 0 nella disuguaglianza e usando
che p(0, z) = p(z,0) = |z|. O

Definizione 1.1.17. La funzione w : D x D — [0, +00) & detta distanza di
Poincaré (o iperbolica) del disco.

Osservazione 1.1.18. Poiché p é a valori non negativi, dalla disuguaglianza
segue che anch’essa soddisfa la disuguaglianza triangolare; dunque €, come
gia anticipato, una distanza. E chiamata anche “distanza di M&bius”.

Definizione 1.1.19. Data f € Hol(D, D), la derivata iperbolica & definita come

Frw) = tim LGS fw)( ~ wl?)

e [rw] T 1= [f(w)]?

mentre il rapporto iperbolico & definito come

s w)
f*(Z,w) = [z,w] per z ;é w
fh(w) per z = w.

Notiamo che, poiché il limite di f*(z,w) per z — w & ben definito per
ogni w, per la Proposizione abbiamo che la funzione f*(z,w) ¢ olomorfa
in z € D per ogni w € D fissato.

Osservazione 1.1.20.

(i) Le disuguaglianze del lemma di Schwarz-Pick possono essere riscritte come
|f*(z,w)| <1, con uguaglianza se e solo se f € Aut(D);

(ii) un altro modo di scrivere le disuguaglianze del lemma di Schwarz-Pick ¢
p(f(2), f(w)) < p(z,w), che ¢ equivalente a w(f(2), f(w)) < w(z,w) in
quanto arctanh ¢é strettamente crescente;

(iii) p(z,0) = |z|, quindi w(z,0) = w(|#|,0); analogamente, w(0, z) = w(0, |z|);

(iv) per definizione, |f*(z,w)| = |f*(w, 2)|.



Questi risultati verranno usati nelle varie dimostrazioni e verranno esplicitati
solo quando cio che ne segue non é immediato.

Per trattare i casi estremali delle disuguaglianze in [BM], ci servira qualche
risultato di tipo geometrico sul disco con la distanza iperbolica.

Definizione 1.1.21. Una geodetica per w ¢ una curva o : R — D tale che per
ogni ty,ty € R si ha w(a(t1)7o(t2)) = |t1 — tz‘.

Diciamo che tre punti 21, 22, 23 appartengono nell’ordine alla stessa geodetica
se z; = o(t;) con t; < to < ts.

Osservazione 1.1.22. Poiché p ¢ invariante sotto 'azione di Aut(ID), anche
w lo &, dunque gli automorfismi mandano geodetiche in geodetiche; inoltre,
conservano l'ordine di appartenenza dei punti.

Esempio 1.1.23. Dato z € D\ {0}, la curva o(t) = tanh(t)é—g‘ (il diametro
passante per zp) é una geodetica. Che sia il diametro indicato segue dal fatto
che la funzione tanh : R — (—1,1) & biettiva. Che sia una geodetica segue
dalla definizione di w, dalla formula gia citata per tanh(a + b) e dal fatto che

tanh ¢é dispari.

Osservazione 1.1.24. Dati due punti zy e 21, esiste sempre una geodetica
passante per entrambi. Infatti, per 'Osservazione [[.1.22] e per transitivita di
Aut(D) possiamo supporre z; = 0; basta dunque prendere il diametro visto
nell’Esempio [1.1.23

Lemma 1.1.25. 21, 20, z3 € D appartengono nell’ordine alla stessa geodetica se
e solo se w(z1,23) = w(z1, 22) + w(2a, 23).

Dimostrazione. Se appartengono nell’ordine alla stessa geodetica, 1'uguaglianza
segue dalla definizione.

Supponiamo ora che valga w(z1, z3) = w(z1, 22) + w(ze, z3). Per transitivita
di Aut(D) e invarianza di w, possiamo supporre zo = 0. Usando la definizione
di w, 'uguaglianza si riscrive come

21 — 23

- = arctanh|z1 | + arctanh|zs|;
— Z23%21

arctanh ‘

applicando la tangente iperbolica a entrambi i membri e usando ancora una

volta la formula tanh(a + b) = %, otteniamo
n—z | |zl + e
1— 2321 1+|Z1||Z3|

Nella dimostrazione della Proposizione [I.1.16 abbiamo visto una disuguaglianza
che coinvolge le stesse quantita; ripercorrendo i passaggi, si trova che la condi-
zione per 'uguaglianza & |1 — Z3z1| = 1 + |2z3]|21]- Ma questo dice proprio che
z1 e z3 stanno sullo stesso diametro, da parti opposte rispetto a 0. O



1.2 Regioni di Stolz e limiti non tangenziali

Definizione 1.2.1. Dati a € (0,7/2) e 0 € ID, chiamiamo settore di vertice o e
angolo 2a U'insieme S(o, o) C D tale che per ogni z € S(o, «) 'angolo compreso
tra la retta congiungente o e 0 e la retta congiungente o e z ha modulo minore
di .

an
W

In blu, il settore S(1,7/3)

Definizione 1.2.2. Dati 0 € 0D e M > 1, chiamiamo regione di Stolz K (o, M)

l'insieme {z eD| ‘10 —|z|| < M}
-z

LN
N X

In rosso, la regione di Stolz K(1,2)

Proposizione 1.2.3. Dato M > 1, sia o = arctany/M? —1 € (0,7/2). Per
ogni o < «v esiste € > 0 tale che, detto B(o,e) ={z€ C||o —z| <&}, siha

S(o,a'YN B(o,e) C K(o,M) C S(o, ).

10



Dimostrazione. Per definizione, S(o, ) corrisponde all’insieme S(1, «) ruotato
lo—2| |1 -0z
— |z  1—|o1z|
Possiamo dunque supporre senza perdita di generalita ¢ = 1. E utile osservare
che in questo caso S(1,a) = {z € D | [Im(2)| < (tan ) (1 — Re(z)) }.
Mostriamo la seconda inclusione. Sia z € K (1, M) e, poiché 1 > |z| > Re(z2),
abbiamo che

moltiplicando per o. Lo stesso vale per K (o, M): infatti,

[1— 2| [1— 2|
>

M
e |z] = 1—Re(z)’
da cui
—_ |2 _ 2 2
P B N R - CL
(1 9%e(2)) (1 - %e(2)) (1 — Re(2))
percio

M </ M?2—-1=tano.

1 —Re(z)

Mostriamo adesso la prima inclusione. Fissiamo o/ < «. Supponiamo per
assurdo che, per ogni ¢ > 0, esista z € S(1,a’) N B(1,¢) tale che z € K(1,M).

1
Per tali z si ha allora |1 |Z > M, da cui
— |z
1—|z| 1
< — 4
|1 — 2| M’ )

inoltre, poiché z € S(1, ') abbiamo

@

1 — Re(2) '
Elevando al quadrato, sommando 1 e sfruttando I'uguaglianza vista sopra otte-
niamo

1— 2|2 3 2
|1 — 2| __ |3m(z)] C+l<tan’a +1,

(1-Re(2))” (1 —Re(2))

che ci da
|1—z| <+Vtan?o/ +1=: M, (5)
1 —Re(
dove o/ < a, quindi tana’ < tana e dunque M’ < M. Moltiplicando tra loro
: . . — || M’
le d lianze (4) e (5 troviamo ———— < — < 1. Se mostriamo che
e disuguagli 1= %e(2) %
1—
lim i = 1 avremo trovato una contraddizione. Scriviamo dunque
z—1, 1—Re(z)
z€5(1,a")

11



z = Re(z) e y = |IJm(z)|, per cui la condizione z € S(1,a’) si scrive come
y/(1 —x) < tanc’. Inoltre vale che

1— 7| _1—\/x2+y2:1_\/x2+y27u’c
1—x l—z

1—Re(z)

VT
1

Vogliamo mostrare che la quantita T tende a 0 per (z,y) — (1,0)

all’interno del settore di angolo 2¢’. Notiamo che, a parte lungo y = 0 dove
il limite é banale, é sempre maggiore di 0, dunque ci basta stimarne il lim sup.
Usando che y/(1 — z) < tana’ e moltiplicando numeratore e denominatore per

v/12 + y2 — x troviamo
Vi +y?—x < tanal - \/m2+y2—x. 24y 4z

-z Y w2+ y?+
2
=tana’ - Y :tanoz“#;
y(vVx2+y? +x) 2+ 2+
quest’ultima espressione tende a 0 per z — 1 e y — 0. O

Definizione 1.2.4. Diciamo che una funzione f : D — C ha limite non
tangenziale L € C in o € 0D e scriviamo

nt—lim (Z) =L

z2—0

se per ogni M >1siha lim  f(z) = L.
ZEK(O‘,M)
Date altre due funzioni g,h : D — C scriviamo che f(z) = g(z) + o(h(z))
per z — o non tangenzialmente se

nt—lim f(Z) — g(Z) —

zZ—0 h(Z)

La seguente proposizione asserisce che, per z — 1 non tangenzialmente, un
certo andamento di f puo essere tradotto nell’andamento di |f*|. E questo che
ci permettera di dimostrare il teorema 2.1 di [BK] passando per la versione al
bordo del lemma di Schwarz-Pick.

Proposizione 1.2.5. Siano f € Hol(D,D) e o € 9D tali che

f(z)=0c+(z—0)+o((z—0)%) (6)
per z —> o non tangenzialmente. Allora
' (2)] =1+0((z - 0)?) (7)

per z — o non tangenzialmente.

12



Dimostrazione. A meno di considerare g(z) = o~ !f(0z), possiamo supporre
senza perdita di generalita o = 1. Infatti, e facile verificare che nell’ipotesi @
si ha g(z) =1+ (2 — 1) 4+ 0((z — 1)®). Usando che ¢'(z) = f'(cz) si ha che vale

h A 1_|Z‘2 Y 1_‘Z|2 .
19" (2)| = Ig (Z)|W =f (OZ)‘W’
ricordando che |o| = 1 troviamo
h g 1 —|oz[? _ | sh
lg"(2)] = |f (UZ”W = [f"(02)].

Se avessimo |¢"(z)| = 14+ 0((z—1)?), mediante la sostituzione { = oz si avrebbe

0((z - 1)2) = 0(0_2(C — 0)2) = o((( — 0)2)

e |f"(o2)| = |f*(¢)|; troviamo quindi I’equazione con (¢ al posto di z.

Sia M > 1 e consideriamo z € K (1, M). Allora per la Proposizione si
ha z € S(1,«) dove @ = arctany/M?2 — 1. Sia inoltre § € (0,7/2) con 8 > «
e sia C(z) il cerchio di centro z e raggio r(z) = dist(z,05(1,8)), la distanza
euclidea di z dal bordo di S(1,/3). Allora per la formula integrale di Cauchy
applicata alla funzione f(z) — z si ha

() —1= - fw—w w:=I(z "(z) = z
e -1- g [ e 1) 5 ) 14106,

4

Per la Proposizione [1.2.3| esiste § > 0 tale che, se w € S(1,8) N B(1,9),
si ha w € K(1,M') con M’ > y/tan? 8 + 1. Dato € > 0 fissato e prendendo §

sufficientemente piccolo, per ipotesi abbiamo che | f(w)—w| < |1 —w|? per ogni
w e K(1,M’)N B(1,9) e di conseguenza per ogni w € S(1,8) N B(1,6). Poiché
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S(1,8) C D, dev’essere r(z) < dist(z,D) =1 — |z|. Si ha anche 1 —|z| < |1 —z|;
quindi prendendo z € B(1,§/2) abbiamo r(z) < |z — 1| < §/2. Dunque per ogni
w € C(z) troviamo che |w — 1| < |w —z|+ |z = 1| = r(z) + |z — 1] < J. Per
questi z, facendo la sostituzione w = z + r(z)e?, vale che

|1 flw) —w 1 Tell- (z+r(z)ei9)|3
=)l = 2mi /C'(z) (w—z)? e 2 /0 |(z 4+ r(2)e??) — z|2 r(x)do
< max] |1—(z+ r(z)ewﬂ3 = max 11— wl|?.

r(z) 0€(0,27 (%) weC(z)

Il massimo ¢ raggiunto per l'intersezione pit lontana da 1 tra la circonferenza
C(z) e la retta passante per 1 e z (il punto wp in figura); abbiamo che vale
|1 —wg| =7(2) + |z — 1]. Allora si ha

3

[1(2)| < 7(7‘(2) +]z— 1|)3 ZET(2)2 <1+ |z — 1|) .

r(z r(z)

Detto v 'angolo tra la retta congiungente 1 e z e il tratto affine di 95(1, 5)

pitt vicino a z (che & effettivamente il tratto di bordo piu vicino a z se lo si
z—1

prende sufficientemente vicino a 1), si ha | B = cscvy. Poiché vale che
r(z

v > B—aer(z) <|z—1|, troviamo 7(2)?(1+cscy)? < |z — 1|2(1+cs0(57a))3.

Concatenando le disuguaglianze appena viste, risulta che

11(2)] < elz = 12(1 +cse(8 — ).

Otteniamo dunque f’(z) =1+ o((z — 1)) per z — 1 non tangenzialmente.
2=1
1—|zf —

il che ci permette di usare indipendentemente z — 1 o 1 — |z| negli o-piccoli per
z —> 1 non tangenzialmente. Per ipotesi

L= £ _ 1=l +o((z— 1))
- T[]

Notiamo che all'interno della regione di Stolz K (1, M) siha 1 <

=1+o0((z-1)%)

per z — 1 non tangenzialmente. Possiamo quindi concludere che

h — (= 1 —|z]? _ ol(z —1)2
M= 17 G e = el = 1?)

per z —» 1 non tangenzialmente. O
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2 Lemmi di Schwarz-Pick multi-punto

2.1 Teorema di Beardon-Minda e corollari

Adesso possiamo procedere a dimostrare la serie di disuguaglianze di [BM], che
coinvolgono la distanza di Poincaré w e le funzioni olomorfe dal disco in sé che
non sono automorfismi.

L’approccio generale ¢ il seguente: stiamo studiando Hol(D, D). Le funzioni
di questo insieme che sono anche automorfismi conservano la distanza iperbolica.
Sembra dunque ragionevole vedere come si traduce il lemma di Schwarz-Pick in
termini iperbolici (abbiamo gia visto che contrae w) e a quali conseguenze porta.

Definizione 2.1.1. La rotazione iperbolica di ordine due attorno a un punto
a € D & la funzione r, € Aut(D) \ {id} tale che r, or, = id e 7,(a) = a.
Chiamiamo a il centro di rotazione di r,.

Osservazione 2.1.2. Le condizioni imposte sono sufficienti a determinare un
unico automorfismo r,. Infatti, a meno di coniugare possiamo supporre a = 0,
per cui rg dev’essere una rotazione di ordine due, cioé di w. Inoltre, é facile
vedere che r,, ¢ caratterizzata dall’equazione [r,(z), a] = —[z, al; la si pud dunque
vedere come ’analogo della rotazione euclidea di angolo 7.

Osservazione 2.1.3. z,a e r,(z) appartengono, nell’ordine, alla stessa geo-
detica. Infatti, a meno di comporre con un opportuno automorfismo possiamo
supporre a = 0; ma poiché ro(z) = 'z, Paffermazione risulta ovvia.

Definizione 2.1.4. Dati a1,...,a, € D e 6§ € R, chiamiamo prodotto di
Blaschke di grado n la funzione

20 = a]
H 1—ajz
Indichiamo con B,, i prodotti di Blaschke di grado n.

Osservazione 2.1.5. I prodotti di Blaschke sono funzioni olomorfe dal disco
unitario in sé con zeri assegnati. Inoltre, i prodotti di Blaschke di grado 1 sono
tutti e soli gli automorfismi di D.

Lemma 2.1.6. Tra le funzioni f continue in D e olomorfe in D, i prodotti di
Blaschke di grado n sono caratterizzati dalle sequenti proprieta:

(i) se|z| =1 allora |f(2)| = 1;

(i) f ha esattamente n zeri in D contati con molteplicita.

Dimostrazione. Se f ¢ un prodotto di Blaschke di grado n, che soddisfi (ii) ¢
ovvio e che soddisfi (i) segue dall’Osservazione

Fissiamo ora f che soddisfi (i) e (ii); consideriamo B il prodotto di Blaschke
definito con = 0 e a,, gli zeri in D di f, contati con molteplicita. Allora f/B
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e B/f sono due funzioni olomorfe su D e continue in D, di modulo 1 sul bordo.
Per il principio del massimo per funzioni olomorfe, deve essere |f/B| < 1 e
|B/f| <1 sul disco unitario, da cui |f/B| =1 e f/B & costante in D. O

Proposizione 2.1.7. Valgono le sequenti affermazioni:

(i) date F € Hol(D,D) e S € Aut(DD), si ha che F € B, se e solo se SoF € B,,;
(i) siha che f € By se e solo se f*(z,w) € By, conw un qualsiasi elemento
di D fissato.

Dimostrazione. Per dimostrare (i), basta mostrare che S conserva le proprieta
del Lemma La prima segue dall’Osservazione Per transitivita di
Aut(D) e biettivita di S, la seconda corrisponde a dover dimostrare che, dato
¢ € D, lequazione F(z) = ¢ ha esattamente n zeri contati con molteplicita in

D, dove F € B,,. Scriviamo F(z) = ¢ H . Allora F(z) = c si riscrive

come . .
H (1- aj H zZ = a] (8)

Stiamo uguagliando due pohnoml di grado n con coefficienti direttivi diversi:
quello al membro sinistro ¢ di modulo minore di 1, mentre quello al membro
destro ha modulo esattamente 1. Dunque la nostra equazione ha esattamente n
soluzioni, contate con molteplicita, in C. Per I’Osservazione sez¢Z De
z#1/a;perj=1,...,n,siha|F(z)| > 1;se z = 1/a; per qualche j, il membro
sinistro di ¢ 0 ma il membro destro no, quindi non ci sono soluzioni in quel
caso. Percio, per |¢| < 1, tutte le soluzioni trovate sono in D come voluto.

Per definizione di quoziente iperbolico, [f(z), f(w)] = [z, w]f*(z, w). Il mem-
bro di sinistra ¢ della forma S(f(z)), dove S € Aut(D) ¢ S(z) = [z, f(w)];
scriviamo anche T'(z) = [z, w]. Se f*(z,w) € B, allora T'(2)f*(z,w) € Bpi1;
dunque S o f € B,11 e per il punto (i) abbiamo f € B,y;. Viceversa, se
f € Bpy1siha So f € B,y1. Sappiamo anche che S(f(w)) = 0, dunque nel
prodotto ci dev’essere il fattore [z, w]; segue dunque che f*(z,w) € B,. O

Lemma 2.1.8. Per ogni f € By esistono S, T € Aut(D) tali che SofoT(z) = z2.

Dimostrazione. Per transitivita di Aut(D) su D, ci basta dimostrare che esiste
un ¢ € D tale che f(z)—c abbia un unico zero doppio zq nel disco, il punto critico
di f. E sufficiente imporre f’(z9) = 0, dato che sappiamo gia che f(z9) € D.
9 ZT01 Z—ap

Scriviamo f(z) = e - - Sempre per transitivita, usando T'
1—aiz 1—asz

possiamo supporre a; = 0 e poniamo as = a. Si ha

f’(z):ew(Z_a NEpY 1_|fl‘2 )

1—az (1—az)?
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Con qualche passaggio algebrico, I'equazione f’(z) = 0 diventa
az> —2z+a=0.

Le soluzioni sono (1 £ /1 — |a|?)/a; da |a|] < 1, abbiamo che quella con il piu
sta fuori da D mentre quella con il meno sta dentro, dunque é la soluzione
cercata. O

Notazione: sia f € Bs; indichiamo con Ry la rotazione iperbolica di ordine
due attorno al punto zp, trovato nella dimostrazione del Lemma [2.1.8

Corollario 2.1.9. Sia f € By. Allora f*(Ry(w),w) = 0.

Dimostrazione. Siano S, T € Aut(D) date dal Lemmal[2.1.8|tali che So foT = F
con F(z) = 22. Abbiamo [Rr(2),0] = —[z,0], dunque per I’Osservazione
troviamo p [T (Rp(z2)),T(0)] = —u[T(2),T(0)]. Per costruzione, T(0) dev’esse-
re il punto critico di f, quindi la rotazione Ry ¢ caratterizzata dall’equazione
[Ry(2),T(0)] = —[2,T(0)]. Ne segue che T'(Rr(z)) = Ry(T(z)). Percio abbia-
mo f=S5"toFoT 'eR;f=ToRpoT !, inoltre F o Rp = F. Ne deduciamo
che
foR; =S oFoRpoT '=S"1oFoT '=f

che implica la tesi. O

Il seguente risultato rende chiaro perché nelle varie disuguaglianze si richiede
che f non sia un automorfismo.

Proposizione 2.1.10. Siano f € Hol(D,D) \ Aut(D) e v € D. Allora per ogni
z €D si ha che f*(z,v) € D e la funzione z — f*(z,v) & olomorfa.

Dimostrazione. L’olomorfia I’abbiamo gia vista quando abbiamo definito il rap-
porto iperbolico. Per il lemma di Schwarz-Pick, |f*(z,v)| < 1; inoltre, vale
I'uguaglianza in qualche punto solo se f & un automorfismo. Dunque le ipotesi
su f assicurano che vale la disuguaglianza stretta sempre, cioé f*(z,v) € D per
ogni z € D. O

L’idea dell’articolo di Beardon-Minda ¢ di applicare il lemma di Schwarz-Pick
alla funzione f*(z,v), con v fissato. Per f € Aut(D), avremmo una funzione
costante di modulo uguale a 1, in particolare in O(D)\ Hol(D, D); non potremmo
quindi fare quanto appena detto.

Teorema 2.1.11. (Beardon-Minda, 2004) Sia f € Hol(D,D) \ Aut(D). Allora
per ogni z,w,v € D wvale

w(f*(zm%f*(w,v)) < w(z,w). (9)

Si ha l'uguaglianza se e solo se f € By.
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Dimostrazione. Poiché f non é un automorfismo, per la Proposizione [2.1.10
la funzione z — f*(z,v) ¢ in Hol(D,D); percid il membro sinistro della di-
suguaglianza @D é ben definito e la tesi segue dal lemma di Schwarz-Pick e
dall’osservazione punto (ii).

Sempre dal lemma di Schwarz-Pick, si ha I'uguaglianza se e solo se abbiamo
f*(z,v) € Aut(D) = B;. Per il punto (ii) della Proposizione [2.1.7] questo ¢&
equivalente a f € Bs. O

Vogliamo vedere che questa versione a tre punti é effettivamente un miglio-
ramento rispetto al lemma di Schwarz-Pick.

Esempio 2.1.12. Consideriamo una funzione f € Hol(D,D) \ Aut(D) tale che
f(0) = 0. Il lemma di Schwarz-Pick diventa semplicemente il lemma di Schwarz
e ci dice che f(z)/z € D. Prendendo invece w = 0 e v = 0 in (9), troviamo
w(f(2)/z f'(0)) < w(z,0). Dunque f(z)/z appartiene al disco iperbolico di
centro f'(0) e raggio w(z,0), che é un sottoinsieme proprio di D.

Corollario 2.1.13. Sia f € Hol(D,D) \ Aut(D). Allora per ogni z,w,v € D
vale
w(0, f*(2,0)) < w(0, f*(w,v)) + w(z, w). (10)

Si ha Uuguaglianza se e solo se f € By e Ry(v), w e z giacciono sulla stessa
geodetica, in quest’ordine.

Dimostrazione. Applicando la disuguaglianza triangolare per w e il Teorema

ELTT, si ha

w(O,f*(z,v)) < w(O, f*(w,v)) —|—w(f*(w,v),f*(z,v))
§w<oa f*(w’v)) +w(zaw)'

Si ha I'uguaglianza se e solo se vale in entrambe le disuguaglianze appena
viste. La seconda ¢ esattamente il caso di uguaglianza del Teorema [2.1.11] che
& equivalente a f € By. Sia Ty,(2) = f*(z,v); per il Teoremalm febByé
equivalente a T,, € Aut(D). Ricordiamo che p, dunque anche w, ¢ invariante
sotto lazione di Aut(D). Allora il caso di uguaglianza nella prima delle due
disuguaglianze si riscrive come w(7T; *(0),z) = w(T,1(0),w) + w(w, 2); per il
Lemma quest’uguaglianza caratterizza I’appartenenza, nell’ordine, alla
stessa geodetica. Per il Corollario si ha T,71(0) = Rs(v). O

Corollario 2.1.14. Sia f € Hol(D,D) \ Aut(D). Allora per ogni z,w,v,u € D
vale
w(O,f*(zw)) < w(O,f*(ww)) + w(z,w) + w(v,u). (11)

Si ha luguaglianza se e solo se f € By e Ry(v),Rp(u),w e z giacciono sulla
stessa geodetica, in quest’ordine.
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Dimostrazione. Applicando il Corollario si ha
w(0, f*(2,0)) < w (0, f*(w,v)) +w(z,w) = w(0,|f*(w,v)]) +w(z,w)
=w(0,[f* (v, w)]) +w(z,w) =w(0, f*(v,w)) + w(z, w).
Sempre per il Corollario 2.1.13] abbiamo
w (0, £*(v,w)) < w(0, f*(u,w)) +w(v, u).

Mettendo assieme le due disuguaglianze otteniamo la .

Se si ha 'uguaglianza, dobbiamo studiarla nelle due applicazioni del Corol-
lario [2.1.13] In entrambi i casi ci dice che f € Bs. La prima ci dice anche
che R¢(v),w e z appartengono, nell’ordine, alla stessa geodetica. Dalla seconda
deduciamo la stessa cosa per Ry(w),u e v. Poiché R; & un automorfismo, ab-
biamo che manda geodetiche in geodetiche e lascia invariato 1’ordine dei punti
sulle stesse; allora anche w, Ry(u) e Ry(v) stanno, nell’ordine, sulla stessa geo-
detica. Segue il secondo enunciato della tesi. Viceversa, se valgono tutte queste
condizioni é facile vedere che si ha I'uguaglianza. O

Il risultato seguente non ci servira nel seguito, ma viene riportato per com-
pletezza.

Corollario 2.1.15. Sia f € Hol(D,D) e siano z,v € D. Sia o una geodetica
con o(ty) =z,0(tz) =v e siaw =o(t) conty <t <ty. Allora

2 (f(2), f(v)) < log<cosh(2w(z,v)) 1 w)] sinh(2w(z,v))). (12)

St ha luguaglianza se e solo se f € By, z e v giacciono sulla stessa geodetica
passante per c, il punto critico di f, e w = z e sta fra ¢ e v oppure w = v e sta
frac e z.

Dimostrazione. Ricordando le definizioni di w e p, per ogni z,w € D abbiamo
tanh(w(0, 2)) = |z| e tanh(w(z,w)) = p(z,w) = tanh(w(0, [z,w])).

Dalla definizioni di f*(z,w) e p e usando le uguaglianze appena citate, abbiamo
tanh (w(£(2), F(v) ) = p(f(), S (0)) = p(z 0| (2,0)]
= p(z,v) tanh(w(O, (= v)))

Applicando il Corollario 2:1.14] con v = w e usando il fatto che z,w e v stanno,
nell’ordine, sulla stessa geodetica, troviamo

w(O,f*(z,v)) < w(O,fh(w)) + w(z,v);

ricordando che la tangente iperbolica é strettamente crescente e sfruttando la

formula tanh(a + b) = % e le uguaglianze di prima, si ha

_ @)+ ()

tanh(wm,f*(z:”))) = 14| fM(w)|p(z,v)
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Mettendo assieme le varie disuguaglianze, risulta che

/" (w)] + p(z,v) ) ,
L+ [ (w)lp(z,0) )7

) otteniamo

tonh (1 (£(2) £0)) < z.0)

prendendo tanh™*(z) = 1log (

1+
1—=z

w(f(z v 1 o 1+p(z7v)|fh(w)|+p(z,v)(|fh(w)|—l—p(z,v))
(£ 1) < 31 <1+p<z,v>|fh<w>|—p(z,v>(|fh<w>|+p<z,v>)>
C1(14P2G0) g 20(50)

T2 <1—p2(z,v) I )|1—p2(z,v)> '
Usando le uguaglianze
1+ p? 2p .
e cosh(2w) e i sinh(2w)

otteniamo la disuguaglianza della tesi.

Il caso di uguaglianza segue dall'uguaglianza nel Corollario ricordan-
do I’Osservazione [2.1.3] notiamo che se w # z,v non possono essere soddisfatti
tutti gli allineamenti richiesti nell’ordine giusto. O

Osservazione 2.1.16. Poiché |f*| < 1, anche |f"| < 1; per stretta crescenza
del logaritmo, otteniamo che la disuguaglianza ¢ un altro miglioramento
rispetto al lemma di Schwarz-Pick.

Vorremmo ora dedurre dei risultati simili al lemma di Schwarz-Pick anche
per la derivata iperbolica. In generale f* non ¢ olomorfa, dunque non & possibile
applicare il lemma come si ¢ fatto per f*(z,v). Tuttavia, quanto visto finora
puo essere usato per mostrare disuguaglianze che si avvicinano a qualcosa di
tipo Schwarz-Pick, a costo di un fattore 2.

La prima richiede che uno dei due punti sia 0.

Corollario 2.1.17. Sia f € Hol(D,D) \ Aut(D) tale che f(0) =0. Allora
w(M(0), F"(2)) < 2(0, 2). (13)
Inoltre, 2 & la migliore costante possibile.

Dimostrazione. Da f(0) = 0 si ha f*(z,0) = f*(0,z). Dalla disuguaglianza
triangolare per w abbiamo che

w(fM0), f"(2)) = w(£7(0,0), f*(z,2))
< w(f*(0,0), f*(2,0)) +w(f*(0,2), f*(2,2)),
inoltre per il Teorema [2.1.11]si ha
w(f*(0,0), f*(2,0)) + w(f*(0,2), f*(2,2)) < 2w(0,2).

Mettendo assieme troviamo la disuguaglianza della tesi.
Per dire che 2 ¢ la migliore costante possibile, basta prendere f(z) = z2. [
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Il prossimo risultato é quello che ci permettera di dimostrare la disugua-
glianza di Golusin. E valido per ogni coppia di punti nel disco, ma dobbiamo
considerare il modulo della derivata iperbolica.

Corollario 2.1.18. Sia f € Hol(D,D) \ Aut(D). Allora per ogni z,w € D vale

w( )1 (w)]) < 2w(z,w). (14)

Si ha luguaglianza se e solo se f € By e z e w giacciono sulla stessa geodetica,
passante per il punto critico di f.

Dimostrazione. Siano z,w € D; senza perdita di generalitd possiamo suppor-
re |f(2)| > |f"(w)|, inoltre |f(z)| < 1 dal lemma di Schwarz-Pick. Quin-
di 0,]f"(w)|,|f"(2)| appartengono nell’ordine al diametro (—1,1), che ¢ una
geodetica. Allora per il Lemma [I.1.25]si ha che

w(0, 1 (2)]) = w(0, [f* (w)]) +w(|f" )], If"(2)]);

otteniamo dunque

w(l )] 1" (w)])

w (0, IF"(2)I) = w(0, 1" (w)])
w(0, f"(2)) —w(0, M (w)) < 2w(z,w),

dove 'ultima disuguaglianza segue dal Corollario 2.1.14] prendendo v = w e
v = z. Il caso di uguaglianza segue facilmente. O

2.2 Applicazioni dei lemmi di Schwarz-Pick multi-punto

Vediamo ora alcune applicazioni dei risultati visti nella sezione precedente.

Apriamo la sezione con il lemma di Dieudonné [D, Chapitre III, paragra-
phe 8, équation (25)], per il quale approccio dell’articolo di Beardon e Minda
semplifica la dimostrazione.

Lemma 2.2.1. (lemma di Dieudonné) Sia f € Hol(D,D) tale che f(0) =0 e
sia zop € D. Allora

|20 — 1/ (20)[?

/o) = Feo) o] < O L (15)
In particolare,
1 selz| <V2—1
'R <9 (+]2P)? (16)
-y HEVL
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Dimostrazione. Per il Teorema (2.1.11)con z = v = z5 ¢ w = 0 abbiamo

w(fh(ZO)a f*(07 ZO)) < CU(O, ZO)
= p(f"(20), £*(0,20)) < p(0, 20) = |20},

dove l'equivalenza fra le due disuguaglianze segue dal fatto che arctanh é stretta-
mente crescente. Per semplificare, scriviamo f"(z0) = a, f*(0,20) = be |20 = 7.
Vogliamo portare la disuguaglianza in forma euclidea. Abbiamo

a—2>b

1—ba

=pla,b) <,

che si riscrive come

(a—b)(a@a—0b) <r?(1 —ba)(1 — ba)
< |a*(1 = r?|b]*) —ab(1 — r?) —ab(1l —r?) <r? — |b|?
b(1—72)  _ b(1—1? < r? — |b|? .

2
= —a- —a-
lal” = T T T S T

b(1 —1?) o 12— |b]?
TP O = T

ponendo o =
la]* —aa —aa < R?* —|af* <= (a—a)(@—a) < R? <= |a—a| <R.

[f(0),f(20)] _ f(z0)

[0,20] 20

Ricordando che r = |z| e osservando che b = f*(0,z9) =
F0)( |20 p_ |20 = 1f o)l
z0(1 — 1f(20)[?) |20/ (1 = £ (20)]?)

’ 2
definizione di a, cioé¢ a = f"(z) = %, otteniamo che

. Riprendendo infine la

troviamo o =

1—|f(20) 20(1 = 1f(20)[2) | = l20l (1 = f(20)?)

1—|f(20)|?

I—[z0]* ~

f'(z0)(1 = |20*) — flz0)(1 = 20) | _ 20 = f(20)I

che é equivalente alla moltiplicando entrambi i membri per
Mostriamo ora la . Dalla con z al posto di zg si ha

IF' @) < 1f'(2) = f(2)/2] + 1 f(2)/2|
CEE=EE R R P)A /=)

=l = z?) E |21(1 = z[?)
Adesso, per |z| fissato un rapido conto mostra che il massimo si ottiene per
2
lf(z)] = %; poiché per il lemma di Schwarz dev’essere |f(z)| < |z|, questo
caso puo essere raggiunto solo se |z| > v/2—1 e sostituendo otteniamo la seconda

espressione della (16). Nell’altro caso il massimo si ottiene per |f(z)| = |z] e
sostituendo si trova che é proprio 1. O
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z(z +b)

Teorema 2.2.2. Dato b € [0,1), scriviamo Fy(z) = Consideriamo

1+
f € Hol(D, D) tale che f(0) =0. Se |f'(0)| <1, allora pejogfn' D siha
M) = 1) | 2l
L= PO ()|~ TP ()
e
i oy (=12) < 1P < Flyo oy, (12D)- as)

Dimostrazione. Poiché |f'(0)| < 1, per il lemma di Schwarz si ha f ¢ Aut(D).
Inoltre f(0) = 0, percid possiamo applicare il Corollario si ha dunque

w(fh(O),fh(z)) < 2w(0, 2).

Applicando la tangente iperbolica, sfruttando 'uguaglianza tanh(2z) =
e ricordando la definizione di w si ha

2tanh x
1+tanh? x

PO 510) < )
da cui
f10) = f(2) 2|2|
L= fHO)f(z)] ~ 1+ 121>

Per dimostrare la seconda disuguaglianza, supponiamo dapprima che si ab-
bia f"(0) = b € [0,1). Possiamo ripetere i passaggi svolti nella dimostrazione

del lemma di Dieudonné ponendo a = f(z) er = li‘lz 7. Otteniamo la disugua-
lianza | f"(z) — a| < R, d M=) g i D 4 o, Sostituend
ianza 2) —« ove = ——>¢€ ————— +a?. Sostituendo
& - 1 —r2p? 1 —r2p?

troviamo
b(1 — |z[*)?
(14 2b|z| + |2|2)(1 — 2b|z] + |2]2)’
_ 2[2|(]2[* + 1) (1 = b?)
(14 2b|2] + [2[2)(1 — 2b|z] + |2]2)°

2 2
bz +22+b <1+bz|> Siha

o=

Consideriamo adesso F}'(z) =

|2]2 4+ 2b%Rez +1 \ 1+ bz
blz|? + 2|z + b b|z|272|z|+b
Fh S i N Ml B B /T el B £ e

Notiamo che o = (F}(|2]) + F'(—|z])) /2 e R = (F[(|z]) — F[*(—|z])) /2, percio
la disuguaglianza |f"(z) — a| < R ci dice che f(z) appartiene al cerchio con
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diametro sull’asse reale passante per i punti F}*(|z|) e F{*(—|z|). Con semplici
considerazioni geometriche otteniamo la seguente disuguaglianza:

Fy'(=|z]) < Ref"(2) < [(2)] < Fy(|2D),
la quale, ricordando che b = f(0), ci da

Flhoy(—12) < 174 < Fpuoy 1)

Per passare al caso generale consideriamo la funzione g(z) = | f*(0)|f(2)/f'(0).
Osserviamo che f(0) = 0 ci dice che f/(0) = f"(0), dunque |g(2)| = |f(2)| e
|’ (2)] = | f'(2)], pertanto |g"(2)| = |f"(2)]|; inoltre si ha anche g(0) = 0, da cui
g"(0) = ¢’(0) = |f"(0)|. Percio applicando I'ultima disuguaglianza trovata alla
funzione g otteniamo proprio la seconda disuguaglianza della tesi. O

Corollario 2.2.3. Sia f € Hol(D,D) tale che f(0) =0 e f'(0) € [0,1). Allora
Ref'(2) > 0 per |2 < [2(0)/(1+ /1 (£2(0))%).

Dimostrazione. Per 0 <b < 1ez € Dsiha 2] —2b|z|+1 > |2]*> = 2|2] +1 > 0,
dunque abbiamo che il segno di F}*(—|z|) coincide con quello di b|z|* — 2|z| + b.
Quest’ultima quantita ¢ minore di 0 per |z| € ((1—v1 —5%)/b, (1+v1 —b?)/b),
zero agli estremi e maggiore di 0 altrove. Prendendo b = f/(0 ) f(0), nella
dimostrazione del Teorema 2| abbiamo visto che Ref"(z) > I (0)( |z|); per

gli z tali che |z] < ( 1—(f"(0)) )/fh( )= (0)/(1—1—\/1— (f(0 )2) si

ha quindi Ref"(z) > 0. Ricordando che f"(z) = % e f € Hol(D, D),

per tali z si ha anche Ref’(z) > 0. O

Vediamo ora il risultato che, come gia anticipato, ci permettera di dimostrare
i due teoremi di rigidita. L’enunciato originale si trova in [GMG], ma vedremo
una formulazione che ci tornera piu utile, in particolare perché coinvolge la
funzione f*.

Teorema 2.2.4. (disuguaglianza di Golusin, 1945) Sia f € Hol(D, D)\ Aut(D).
Allora per ogni z € D vale

7)) + 122,
O " “ : (19)
L+ [7(0) 122,
Dimostrazione. Abbiamo che w(z,0) = w(|z|,0) = % log (H‘Iz‘l allora, sfrut-

tando le uguaglianze viste nella dimostrazione del Corollario [2.1.18] vale anche

v o) — Lo (LEIF R 1 1£0)
AN =18 (T o)
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dove prendiamo il modulo perché non possiamo pitt imporre senza perdita di
generalita | ()| > | f*(0)|. Ponendo w = 0 nella disuguaglianza otteniamo

L <1+|fh( 2| | 1—|f"(0)|> <w (")), 11(0)])

25 (TG TEIP0)
SQw(z,O)log(it:zD,
da cui
LE )] L O] (14 12N
) S T 0 (1z|> ' (20)

Adesso, dalla Proposizione [2.1.10 sappiamo che f"(z), f*(0) € D, in particolare
If™(2)],|f"(0)| < 1, percio & giustificato il seguente passaggio:

2
L[S 0)] (14]z] )™ _
< SO () -
14| £ (0)] ( I)
1-[FHO)f

—Iz|
_ A+ MONE 4202 + 2% = A = O A = 2|2] + |2/*)

T O T 20+ 22) + (= [ O)) (1 —2[2] + 2D
LA O)] + 2O + 4l O+
24222+ 4f(0)]]2] 1+|fh 0)| ZI‘Z\lz'

2.2.1 1l teorema di Pick-Nevanlinna

Dedichiamo una sottosezione al seguente risultato, dimostrato indipendentemen-
te da Pick nel 1915 |[P] e Nevanlinna nel 1919 [N]; ¢ un teorema di interpolazione
interessante di per sé, inoltre vedremo un paio di esempi in cui le ipotesi vengo-
no riformulate in termini del lemma di Schwarz-Pick, usando in un caso anche
il rapporto iperbolico. Seguiamo la dimostrazione vista in [JBGl Chapter 1,
Theorem 2.2].

Teorema 2.2.5. (Pick-Nevanlinna) Siano dati n punti distinti zq,...,2z, € D
e altri n punti distinti (non necessariamente diversi dai primi) wy, ..., w, € D.
Consideriamo la forma quadratica

1 —ww; —
An(tla-"atn): Z 71;%%

Allora esiste una funzione f € Hol(D,D) tale che f(z;) = w; per j =1,...,n
se e solo se A, é semidefinita positiva. In tal caso, si puo trovare f che sia un
prodotto di Blaschke di grado al pit n.
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Dimostrazione. Procediamo per induzione su n. Il caso n = 1 é banale per
transitivita di Aut(D). Supponiamo adesso n > 1. Poniamo

Zi — Zn W; — Wp .
2i=—"—""" ew,=——"per 1 <i<n.
1—2Zz,2; 1 —w,w;

Allora esiste f olomorfa dal disco in sé che risolve I'interpolazione se e solo se
la funzione
24 zn
(f = w")
1 -, (f (”Z"> )
1+2z,2

appartiene a Hol(D,D) e soddisfa ¢(z]) = w} per 1 < i < n. Infatti, si tratta
solo di comporre con i giusti automorfismi. La forma quadratica A/, definita
con i punti 2}, w; ¢ legata alla forma A,,. Per mostrarlo, poniamo

9(z) =

I Y i
— = — — = Q5
1—2% (1—Z,2)(1 — 2,%))
€ /.=
17wiwj_ 1—|u;n|2 _55
1-— W;W; o (1 — IIJ7L’LUZ‘)(1 — wn’lf)j) TmEp
— 2
dove a; = %I;«:I per 1 < i <n e analogamente per i 8;. Allora si ha
"1 —wa
’ o i), T
Apte, . ty) = Z Tz lili
i,j=1 v
n - _
1 —wyw; (5 Bi - B1 B
-5 () (20) - (o )
147 1 [ 1 Qp

4,j=1

Poiché z;,w; € D si ha «y, 5; # 0; percio A,, ¢ semidefinita positiva se e solo se
lo & A/. Dato che z/, = w), = 0, a meno di cambiare f con g possiamo supporre
senza perdita di generalita z, = w, = 0. La condizione dell’enunciato diventa
dunque f(0) =0e f(z;) = w; per 1 <i < n—1. Tale funzione esiste se e solo se
la funzione h(z) = f(z)/z, con h(0) = f’(0), appartiene a Hol(D,D) e soddisfa
h(z) = w;/z; per 1 < i <n—1. Per il punto (ii) della proposizione con
w = 0, abbiamo anche che f € By se e solo se h € By_1. Vogliamo dire che A,
¢ semidefinita positiva se e solo se la forma quadratica A’ costruita usando i

n?

punti z;,w;/z;, & semidefinita positiva. Dato che z, = w, = 0, completando il
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quadrato abbiamo

W;W;
A = [ty]?+2- tJ
n(tisostn) = [ta]® + S‘ieZtt +]ZI 17,212]”
- — wW; W5
_ . J g
- Ztl + Z ( 0 1> tit;
1=1 7,7=1
S oA 1 —(wi/zi)(wj/z) _ . -
= Zti + Z 172i2j Z,‘thitj,
=1 1,7=1
quindi
n 2
An(t17~-~7tn) - th —|—A;§(21t1,...,zn_1tn_1).
i=1

Allora se A!! & semidefinita positiva lo ¢ anche A,,, mentre per I'implicazione

n—1
opposta basta prendere t, = — Z t; (ricordiamo che per ipotesi z; # 2z, = 0
i=1
per 1 <i<n-—1). O
Vediamo che il caso n = 2 é& equivalente alla disuguaglianza del lemma

di Schwarz-Pick. Una forma quadratica associata a una matrice hermitiana
& definita positiva se e solo se i determinanti delle sottomatrici principali sono
e . . L1— 2 R . N . . s
positivi. Per ipotesi 17“2’11“2 > 0, quindi in particolare A5 é semidefinita positiva

se e solo se il determinante é non negativo. Abbiamo

1—|’LU1|2 1—|w2|2 1 — wqiwo 2>0
17|21‘2 17‘2’2|2 172’122 =7
ovvero
|1 — 21 22|? 11 — wye)?

(=P = [22P) = (= [wiP)(1 = [waP)’

riarrangiando i denominatori si ottiene

11— 22| |1 — wiwz)?
|1 — 5221|2 — |Zl — 22|2 - |1 — ’LTJQ’LU1|2 — |w1 — ’U)2|2’
che ¢ equivalente a
1 1
z1—2 2 = wi—w 2
R =
1 1

= < )
17p2(w17w2) - ].7p2(2;1’z2) W(w17w2) _w(217z2)

Per invarianza di w sotto l'azione di Aut(D), si pud porre wy; = z; = 0 e la
funzione di interpolazione si trova immediatamente.
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Andiamo adesso a ridimostrare il caso n = 3 con una formulazione differente;
otteniamo cosi una sorta di inverso del Teorema 2.1.111

Teorema 2.2.6. Siano z1, z9, 23 € wi,ws, w3 due triple di punti distinti in D.
Allora esiste f € Hol(D, D) \ Aut(D) tale che f(z;) = w; peri=1,2,3 se e solo
se valgono le sequenti condizioni:

(Z) w(whw]) < W(ZZ,ZJ) per 7’5] = 15273 e 7é ]}

(i) o (Hrzl, Bt < ey ),

[20,21] 7 [23, 21]

Dimostrazione. Supponiamo che esista siffatta f. Allora la condizione (i) se-
gue dal lemma di Schwarz-Pick. La condizione (ii) invece si riscrive come
w(f*(22,21), f*(23,21)) < w(22,23), che ¢ I'enunciato del Teorema

Adesso dimostriamo 'altra freccia. Vediamola prima nel caso z; = wy = 0.
Allora per la condizione (i) abbiamo w(0,w;) < w(0, z;), quindi |w;/z;| < 1 per
i = 2,3. La condizione (ii) si riscrive invece come w(ws /29, ws3/23) < w(z2,23),
cioé p(ws/ze,ws/z3) < p(z2,23). Dunque, per il caso n = 2 del teorema di
Pick-Nevanlinna, esiste g € Hol(D, D) tale che g(z2) = wa/22 € g(z3) = ws/zs3.
Allora basta prendere f(z) = zg(z).

Mostriamo che ci si puo ridurre a questo caso. Consideriamo h, g € Aut(D)
date da P . w

— 21 —w
9(2) = 1—2z12 e h(z) = 1—wz

Allora esiste f come quella richiesta dal Teorema se e solo se esiste F' € Hol(D, D),
con F'=ho fog™!, tale che F(0) =0, F(g(z2)) = h(ws) e F(g(23)) = h(ws).
Questo corrisponde proprio al caso precedente, quindi tale F' esiste se e solo se

w(h(wz)a h(wj)) < w(g(zi)vg(zj))
peri,j=1,2,3coni#je

N <h(w2) h(ws)
g(z2) " g(z3)

)Sw@@ma%»

Poiché w ¢ invariante per azione di Aut(D), la prima disuguaglianza & equivalente
alla condizione (i). Sempre per questo motivo, sostituendo h(z) = [z,w1] e
g(z) = [z, z1] otteniamo che la seconda ¢ equivalente alla condizione (ii). O

L’argomento viene trattato piu in dettaglio in [BRW], dove il caso n gene-
rico viene studiato usando i rapporti iperbolici iterati. Nell’articolo i prodotti
di Blaschke, e il loro legame con i rapporti iperbolici, vengono comparati ai
polinomi e il loro legame con i rapporti incrementali nel caso euclideo. Anche
I’algoritmo di interpolazione &, formalmente, I’analogo di quello di Newton per
i polinomi.
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3 Dalla disuguaglianza di Golusin al teorema di
Burns-Krantz

3.1 Rigidita al bordo

Dalla parte di unicita del lemma di Schwarz-Pick possiamo dedurre il seguente
risultato di rigidita: sia f € Hol(D, D) tale che

f(z) =z 4 o(z — z9) per z — zp € D

allora f é I'identita. Lo si puo dimostrare osservando che da tale espansione per
f segue f'(20) = 1 e usando quest’altro risultato piu forte, che & una diretta
conseguenza del lemma di Schwarz-Pick: se f € Hol(D, D) ¢ tale che

|f"(2)] = 14 o(1) per z — 2y € D,

allora f € Aut(DD); infatti, cosi si ha ["'uguaglianza nella seconda disuguaglianza
del lemma. A questo punto, per dimostrare il primo enunciato procediamo nel
seguente modo: sia T' € Aut(D) tale che T(0) = zg e sia g = T~ ! o f o T} allora
g € Aut(D) e g(0) = 0, percio g(z) = e?z. Osserviamo che

e’ =g'(0)=T'(0)- (f o T)(0) - (T™) o foT)(0) =
= f'(20) - T'(0) - (T™")'(20) = f'(20) = 1,

dunque g = id e quindi f = T oidoT ! =1id.

Questi sono risultati di rigidita piuttosto forti. Ad esempio, il primo puod
essere riassunto cosi: se una funzione olomorfa dal disco in sé dista dall’identita
per termini di grado maggiore di uno (e ovviamente non potremmo chiedere di
meglio), allora ¢é forzata a essere lidentita. Il secondo ¢ simile: se la derivata
iperbolica di una funzione si comporta come quella di un automorfismo (cioé
la funzione e la sua derivata si comportano come quelle di un automorfismo),
allora la funzione é necessariamente un automorfismo.

Sono enunciati che valgono per punti interni al disco; quello che andremo a
fare in questa sezione e nella successiva & dimostrare i loro analoghi per punti
sul bordo, andando a perdere due gradi nel resto delle ipotesi. Useremo la
disuguaglianza di Golusin, seguendo la traccia data nel Remark 5.6 di [BKR].

Teorema 3.1.1. (Bracci-Kraus-Roth, 2020) Sia f € Hol(D, D) tale che

[f"(zn)l = 1+ o((2a] = 1)%) (21)

per qualche successione {zp tneny CD con |z, — 1. Allora f € Aut(D).

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che f ¢ Aut(D). Possiamo applicare
la disuguaglianza di Golusin nella forma (20)), che riscriviamo come

(1 — |zn])?
(14 |zal)*

1+]/"(0)]
(L= 1O (1 + 1 (z0)]

) (1 - ‘fh(zn)‘) >
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Per ipotesi vale , dunque

L+ |f*(0)] (1 — |zal)?

o((lzn] = 1)%) =

1P OD @+ 1G] AT Jon)?
da cui
(L4 [f"(0)]) (1 + |znl)? )
1PN+ 1Py 2!

Se f ¢ Aut(D), per il lemma di Schwarz-Pick si ha necessariamente |f(0)| < 1,
dunque i I ODAF ) 201+ 171 O)
oo (1= [fM(0)]) (1 + [f"(zn)]) 1—=[f"(0)|

mo una contraddizione. O

< 400 e ottenia-

Siamo ora pronti a dimostrare il Theorem 2.1 di [BK].

3.2 Teorema di Burns-Krantz

Teorema 3.2.1. (Burns-Krantz, 1994) Siano f € Hol(D,D) e o € 9D tali che
fz)=o+(z=0)+o((z—0)) (22)

per z — o non tangenzialmente. Allora f & lidentita del disco.

Dimostrazione. Come gia visto nella dimostrazione della Proposizione [1.2.5] a
meno di considerare o~ f(0z) possiamo supporre senza perdita di generalita
o = 1. Dalla Proposizione [1.2.5| segue anche che vale

/M () =1+0((z - 1)?)

per z — 1 non tangenzialmente, quindi esiste una successione z,, che soddisfa
le ipotesi del Teorema (usiamo di nuovo che, non tangenzialmente, |z — 1|
e 1 — |z| possono essere scambiati negli o-piccoli); dunque f & un automorfismo.

Per la Proposizione [1.1.10] esistono § € R e a € D tali che f(z) = €% i

e
2 0 = 1— 2
Poiché vale (22), dev’essere f”(1) = 0. Si ha f”(z) = e(la(_)gd); siccome

—az
e #£ 0 e |a| < 1, deve necessariamente essere @ = 0, percio f(z) = 2. 1l fatto

che f(z) = z segue da f(1) = 1 sempre per . O

1—az’

1 2
Esempio 3.2.2. Sia f : C\{#iV/3} — Cdatada f(z) = 317322 Verifichiamo
z
che f(D) C D. Se z € D allora |z] < 1 da cui 1 — |2/* > 0. Dunque abbiamo

1 —|2]* < 9(1 — |2]*) che riscriviamo come 1 + 9|z|* < 9 + |2|%, percid

(1+32%)(1+32%) =1+ 322+ 322 + 9|2/
<9+322 4322+ 2| = 3+ 22)(3+ 22,
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quindi

(14 322)(1 + 322)
(3+22)(3+z2)

e l'ultima disuguaglianza ci dice che |f(z)| < 1, cioé f(z) € D.

Ovviamente f non pud essere iniettiva su D perché f(z) = f(—z); dunque
non ¢ un automorfismo. Adesso mostriamo che f(z) —1—(z—1) ¢ O((z —1)?)

<1

[f(2)? =

ma non o((z — 1)*) per z — 1:

1+ 322
9(2)¢=f(2)—2’:3+722—
14322 -32—-2%  (1-2)
n 3+ 22 To3422 7

Poiché lirn1 9(2)/(z—1)* = —1/4 si ha che g(z) ¢ O((z—1)*) ma non o((z—1)%)
z—>
per z — 1. Allora il termine 0((z — 0)3) nel Teorema non é migliorabile.

Osservazione 3.2.3. Lo stesso esempio mostra che anche nel Teorema [3.1.1] il
termine o((|2,,| — 1)?) non puo essere migliorato. Si ha infatti

_ @A =12 20

L-[f()F 1]z

" (2)]

da cui lim M = —1; allora la quantita |f"(z)|—1 & O((|z| - 1)?) ma
lz2l—1 (]z] — 1)2 2
non o((|z| — 1)) per qualunque successione che si avvicina al bordo, e abbiamo

gia visto che f non é un automorfismo.
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